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Περίληψη
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1. Τι είναι οι 
κεντρικές 
δυνάµεις;

2. Πως κινείται µια 

σηµειακή µάζα σε 

πεδίο κεντρικών 

δυνάµεων;
3. Παραδείγµατα
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Κεντρικά πεδία δυνάµεων
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Η θεωρία των κεντρικών πεδίων δυνάµεων απαντά σε ένα βασικό αµφίπλευρο ζητούµενο της κλασικής Μηχανικής

1. Υπολογισµός τροχιών 
σώµατος υπό την επίδραση 
κεντρικών δυνάµεων

2. Υπολογισµός των 
κεντρικών δυνάµεων που 
προκαλούν γνωστές τροχιές

Credit: NASA
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Κεντρικά πεδία δυνάµεων
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1. Βαρύτητα 2. Δυνάµεις Coulomb 

ηλεκτροστατική
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Κεντρικά πεδία δυνάµεων
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1. Βαρύτητα 2. Δυνάµεις Coulomb 

Newton Coulomb
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διατηρητικές / συντηρητικές κεντρικές δυνάµεις
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+
έργο δύναµης πεδίου εξαρτάται  
από την αρχική και τελική θέση,  

OXI από τη διαδροµή

έργο δύναµης πεδίου σε κλειστή 
διαδροµή = 0
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µη διατηρητικές / µη συντηρητικές κεντρικές δυνάµεις
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+
έργο δύναµης πεδίου εξαρτάται  
από την αρχική, την τελική θέση  

ΚΑΙ από τη διαδροµή

έργο δύναµης πεδίου σε κλειστή 
διαδροµή ≠ 0
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κουιζάκι
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Ποιες δυνάµεις είναι διατηρητικές ή µη διατηρητικές;

βαρυτική

ηλεκτροστατική

ελαστική

τριβή
αντίσταση αέρα

the force
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κουιζάκι - λύσεις
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Ποιες δυνάµεις είναι διατηρητικές ή µη διατηρητικές;

βαρυτική

ηλεκτροστατική

ελαστική,  
δύναµη  

επαναφοράς

τριβή

αντίσταση αέρα

the force ??
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κουιζάκι - λύσεις

ΕΚΠΑ                            “ΚΙΝΗΣΗ ΣΗΜΕΙΑΚΗΣ ΜΑΖΑΣ ΣΕ ΚΕΝΤΡΙΚΑ ΠΕΔΙΑ ΔΥΝΑΜΕΩΝ”       Ελενη Βαρδουλακη 
ΜΑΪΟΣ 2023                                                       10                                      elenivard@gmail.com  

Ποιες δυνάµεις είναι διατηρητικές ή µη διατηρητικές;

βαρυτική

ηλεκτροστατική
αντίσταση αέρα

the force ??
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Παραδοχές
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Υλικό σηµείο: 

* Θέση καθορίζονται από συντεταγµένες σηµείου στον χώρο 
* Καταλαµβάνει µηδενικό όγκο  
* Χαρακτηρίζεται από σταθερές παραµέτρους (µάζα, ηλεκτρικό φορτίο κλπ) = 0, εκτός της αδρανειακής µάζας

Σηµειακή µάζαΑυτή η διάλεξη
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Κεντρικές δυνάµεις
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Το πρόβληµα ανάγεται στο πρόβληµα της κίνησης ενός εικονικού σώµατος σε ένα κεντρικό πεδίο δύναµης

→

F = f(r) êr

*προϋπόθεση: σφαιρική συµµετρία
Credit: Reddit
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Κεντρικά πεδία δυνάµεων
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Πεδίο δυνάµεων = δύναµη σε κάθε σηµείο του χώρου κατευθύνεται από ή προς  
ένα συγκεκριµένο και σταθερό σηµείο Ο

→

F = f(r) êr

êrO

A.
r→ m

*προϋπόθεση: σφαιρική συµµετρία
Credit: Reddit
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Κεντρικά πεδία δυνάµεων
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Προϋποθέσεις: 
  
•Πρέπει να υπάρχει ένα κέντρο, πηγή πεδίου 
•Από κει συντρέχουν οι φορείς των δυνάµεων 
•Η ένταση των δυνάµεων σε κάθε σηµείο του χώρου εξαρτάται από την απόσταση του από την πηγή πεδίου

→

F = f(r) êr êrO

A.
r→ m
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→

F = f(r) êr

Κεντρικά πεδία δυνάµεων
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Σώµα πολύ µεγάλης µάζας: 
Έστω ακίνητο/στατικό

Διάνυσµα θέσης σωµατιδίου: 
Σηµειακό (ή πολύ µικρή µάζα)

Βαθµωτή συνάρτηση: 
Πως µεταβάλλεται το µέτρο της  
δύναµης µε τη θέση του σωµατιδίου 
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Κεντρικά πεδία δυνάµεων
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Ελκτικό κεντρικό πεδίο δυνάµεων 
f(r) < 0

Απωστικό κεντρικό πεδίο δυνάµεων 
f(r) > 0

→

F = f(r) êr
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Κεντρικά πεδία δυνάµεων
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→

F = V(r) êr

Κεντρικό δυναµικό V=V(r)

O

A.

z
y

x

B.
FA
→

FB
→

Ελκτικό
Απωστικό

*σφαιρικές συντεταγµένες: r = r êr
→
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Κεντρική κίνηση
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Η κίνηση υλικού σηµείου που υπόκειται σε κεντρικές δυνάµεις

→r x F = 0
→

⇒

r ⋅ ( ∇ x F) = 0→ →

 Στροβιλισµός = 0 µόνο για κεντρικό δυναµικό, αστρόβιλο πεδίο 
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Εξισώσεις κίνησης
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Η τροχιά µιας σηµειακής µάζας εξελίσσεται σε ένα επίπεδο που ορίζεται από την 
πηγή του πεδίου και τις αρχικές συνθήκες της θέση και της ταχύτητάς της. 
* επίπεδο είναι κάθετο στο διάνυσµα της στροφορµής L  (= σταθ.) 
* 2 ενεργοί βαθµοί ελευθερίας

mr = F êr

∶
êrO

A.
r→ m
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Εξισώσεις κίνησης
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→

F =         êr−
dV(r)

dr

θετική/αρνητική O

A.

z
y

x

B.
FA
→

FB
→

Ελκτικό
Απωστικό

mr = F êr

∶
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Εξισώσεις κίνησης
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→

F =         êr−
dV(r)

dr
→

G = r x F  = r x (F êr) = 0
→→ →

mr = F êr

∶

ροπή ως προς Ο = 0 êrO

A.
r→ m
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Εξισώσεις κίνησης
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→

F =         êr−
dV(r)

dr
→

G = r x F  = r x (F êr) = 0
→→ →

mr = F êr

∶

L = mr x r = L êL →→ .

Διάνυσµα στροφορµής = σταθερό / δεν αλλάζει ο προσανατολισµός του ούτε το µέτρο του (κεντρικές δυνάµεις)

O

z

y

x

L
eL

r U
.

𝛆= ε0 A
→

 &    L = G
. →
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Εξισώσεις κίνησης
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Εξίσωση του Νεύτωνα

Πολικές συντεταγµένες

+

mr = F êr
∶

r, θ

êr

O

A.
r = rêr
→ m

êθ

êr
êθ

êy

êx
θ

Το r µένει σε ένα σταθερό επίπεδο κίνησης 

)
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Εξισώσεις κίνησης
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mr = F êr
∶ ⇒ m[(r - r θ2) êr + (rθ + 2rθ) êθ] = F(r, r, t) êr

∶ ∶. . . .

êr

O

A.
r = rêr
→

m
êθ

êr
êθ

θ)

r = r êr  & r = r êr + rθ êθ
. ..

r = (r - r θ2) êr + (rθ + 2rθ) êθ

∶ ∶ .. .∶
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Εξισώσεις κίνησης
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mr = F êr
∶ ⇒ m[(r - r θ2) êr + (rθ + 2rθ) êθ] = F(r, r, t) êr

∶ ∶. . . .

Κεντρικό δυναµικό V(r)

⇒ →

F =         êr−
dV(r)

dr

êr

O

A.
r = rêr
→

m
êθ

êr
êθ

θ)
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Εξισώσεις κίνησης
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mr = F êr
∶ ⇒ m[(r - r θ2) êr + (rθ + 2rθ) êθ] = F(r, r, t) êr

∶ ∶. . . .

Κεντρικό δυναµικό V(r)

⇒ →

F =         êr−
dV(r)

dr

m[(r - r θ2) êr + (rθ + 2rθ) êθ] =         êr

∶ ∶. . .
−

dV
drêr

O

A.
r = rêr
→

m
êθ

êr
êθ

θ)
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Εξισώσεις κίνησης - πολικές συντεταγµένες
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mr = F êr
∶ ⇒ m[(r - r θ2) êr + (rθ + 2rθ) êθ] = F(r, r, t) êr

∶ ∶. . . .

Κεντρικό δυναµικό V(r)

⇒ →

F =         êr−
dV(r)

dr

⇒
m(r - r θ2)  =         ∶ .

−
dV
dr

+ m(rθ + 2rθ) = 0

∶ . .

m[(r - r θ2) êr + (rθ + 2rθ) êθ] =         êr

∶ ∶. . .
−

dV
drêr

O

A.
r = rêr
→

m
êθ

êr
êθ

θ)
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Νόµοι διατήρησης
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m(r - r θ2)  =         ∶ .
−

dV
dr

m
d
dt

(r2 dθ
dt

) = 0

m(rθ + 2rθ) = 0
∶ . . ⇒ ⇒ mr2 dθ

dt
= L

σταθερά

∫
r

∫
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m[(r - r θ2)  =         ∶ .
−

dV
dr

m
d
dt

(r2 dθ
dt

) = 0

m(rθ + 2rθ) = 0
∶ . . ⇒ ⇒ mr2 dθ

dt
= L

σταθερά

στροφορµή 

L = mr x r
→ → .

⇒ . .
L =mr2θ êr x êθ = mr2θ êz
→

êL = êr x êθ = êz = σταθ. 

∫
r

∫

r = r êr  & r = r êr + rθ êθ
. ..Ξέρουµε: 

όπου
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m[(r - r θ2)  =         ∶ .
−

dV
dr

m
d
dt

(r2 dθ
dt

) = 0

m(rθ + 2rθ) = 0
∶ . . ⇒ ⇒ mr2 dθ

dt
= L

σταθερά

στροφορµή 

L = mr x r
→ → .

⇒ . .
L =mr2θ êr x êθ = mr2θ êz
→

êL = êr x êθ = êz = σταθ. 

∫
r

∫

r = r êr  & r = r êr + rθ êθ
. ..Ξέρουµε: 

όπου

Νόµος διατήρησης 
στροφορµής

⇒ .
L =mr2θ
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m(r - r θ2)  =         ∶ .
−

dV
dr

mrr − mrrθ2 + r
dV
dr

= 0∶. .. .

⇒

r
.
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m(r - r θ2)  =         ∶ .
−

dV
dr

mrr − mrrθ2 + r
dV
dr

= 0∶. .. .

⇒

r
.

⇒mr2 dθ
dt

= L+

mr2θ = L
.

d
dt

(
1
2

mr2 +
L2

2mr2
+ V) = 0

dV(r)
dt

=
dV
dr

dr
dt
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m(r - r θ2)  =         ∶ .
−

dV
dr

mrr − mrrθ2 + r
dV
dr

= 0∶. .. .

⇒

r
.

⇒mr2 dθ
dt

= L+

mr2θ = L
.

d
dt

(
1
2

mr2 +
L2

2mr2
+ V) = 0

∫
⇒ 1

2
mr2 + U(r) = E.

U(r) =
L2

2mr2
+ V(r), µε Ε σταθ. και

dV(r)
dt

=
dV
dr

dr
dt
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m(r - r θ2)  =         ∶ .
−

dV
dr

mrr − mrrθ2 + r
dV
dr

= 0∶. .. .

⇒

r
.

⇒mr2 dθ
dt

= L+

mr2θ = L
.

d
dt

(
1
2

mr2 +
L2

2mr2
+ V) = 0

∫
⇒ 1

2
mr2 + U(r) = E.

U(r) =
L2

2mr2
+ V(r), µε Ε σταθ. και

Νόµος διατήρησης 
µηχανικής ενέργειας

Κινητική 
Ενέργεια

ανηγµένο/ισοδύναµο 
δυναµικό

Φυγοκεντρικό  
δυναµικό

dV(r)
dt

=
dV
dr

dr
dt
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Εξισώσεις κίνησης 
Σηµειακής µάζας σε κεντρικό δυναµικό
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m(r - r θ2)  =         ∶ .
−

dV
dr

m(rθ + 2rθ) = 0

∶ . . ⇒

Πρώτα ολοκληρώµατα: 
προσδιορισµός τροχιάς 
της κίνησης υλικού 

σηµείου

1
2

mr2 +
L2

2mr2
+ V(r) = E

.

mr2 dθ
dt

= L

mr = F êr

∶

+

r, θ

Εξίσωση του Νεύτωνα

Πολικές συντεταγµένες

⇒
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1
2

mr2 +
L2

2mr2
+ V(r) = E

.

mr2 dθ
dt

= L = σταθ .

> 0 > 0 ή < 0

Ε > 0 ή < 0⇒
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1
2

mr2 +
L2

2mr2
+ V(r) = E

.

mr2 dθ
dt

= L

1
2

mr2 +
L2

2mr2
+ V(r) =

.⇒
⇒

T + V = E

1
2

m |r |2 + V(r) = E
.
ή

Σε πολικές συντεταγµένες: r, θ

T =
1
2

m |r |2 =
1
2

m(r2 + r2θ2)
. . .

1
2

m(r2 + r2θ2) + V(r) = E
. .

⇒ T + V = E
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Μπορεί µια κεντρική δύναµη να µην απορρέει από κεντρικό δυναµικό V(r);
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Μπορεί µια κεντρική δύναµη να µην απορρέει από κεντρικό δυναµικό V(r);

Προϋποθέσεις: 
1. Ανεξάρτητη της διαδροµής & έργο = 0 
2. Στροβιλισµός = 0 
3. Δύναµη = συνάρτηση δυναµικού →F = V(r) êr
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Μπορεί µια κεντρική δύναµη να µην απορρέει από κεντρικό δυναµικό V(r);

βαρυτική

ηλεκτροστατική

ελαστική,  
δύναµη  

επαναφοράς

Προϋποθέσεις: 
1. Ανεξάρτητη της διαδροµής & έργο = 0 
2. Στροβιλισµός = 0 
3. Δύναµη = συνάρτηση δυναµικού →F = V(r) êr
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κουιζάκι 2
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Μπορεί µια κεντρική δύναµη να µην απορρέει από κεντρικό δυναµικό V(r);

βαρυτική

ηλεκτροστατική

ελαστική,  
δύναµη  

επαναφοράς

Προϋποθέσεις: 
1. Ανεξάρτητη της διαδροµής & έργο = 0 
2. Στροβιλισµός = 0 
3. Δύναµη = συνάρτηση δυναµικού →F = V(r) êr

µαγνητική

ΔΕΝ ΟΡΙΖΕΤΑΙ

ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ
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O

.
r→

.

r+dr→ →
dr→

(r, θ)

(r+dr, θ+dθ)

θ=0

dA

Ισοδύναµος µε το νόµο διατήρησης της στροφορµής

A =
L

2m
t

d(2)AΤο r διαγράφει ίσα εµβαδά Α σε ίσο χρόνο t πάνω σε σταθερό επίπεδο

dA =
1
2

r2dθ

Απόδειξη:

⇒
dt

mr2 dθ
dt

= L

dA =
L

2m
dt

*d(2)A, παραλείπεται ως απειροστό ανωτέρας τάξηςΑποτέλεσµα ανεξάρτητο από το εκάστοτε κεντρικό δυναµικό
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Παράδειγµα: βαρυτικό δυναµικό

ΕΚΠΑ                            “ΚΙΝΗΣΗ ΣΗΜΕΙΑΚΗΣ ΜΑΖΑΣ ΣΕ ΚΕΝΤΡΙΚΑ ΠΕΔΙΑ ΔΥΝΑΜΕΩΝ”       Ελενη Βαρδουλακη 
ΜΑΪΟΣ 2023                                                       43                                      elenivard@gmail.com  

U(r) = V(r) +
L2

2mr2

U(r) =
k
r

+
L2

2mr2
, k = − GNMm

<0, ελκτικό  
δυναµικό

_

_

Ανοιχτές τροχιές Ε>0

Κλειστές τροχιές Ε<0

ισοδύναµο δυναµικό:
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_

_
Ανοιχτές τροχιές Ε>0,  
διαφεύγουν στο άπειρο ή rελ

.1
2

mr2 +
L2

2mr2
+

k
r

= E
.

⇒ L2

2mr2
+

k
r

= E

rελ =
k

2E
+ (

k
2E

)2 +
L2

2mE

Θέση αψίδας

, για r = 0 

πχ. κοµήτης θα ανακλαστεί
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_

_
Κλειστές τροχιές Ε<0 & ελκτικό δυναµικό:  
Κλασικά προσιτές περιοχές για

E0 = −
mk2

2L2
Ε0 < Ε < 0, όπου
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_

_
Κλειστές τροχιές Ε<0 & ελκτικό δυναµικό:  
Κλασικά προσιτές περιοχές για

E0 = −
mk2

2L2
Ε0 < Ε < 0, όπου

rπ, rα: αψίδες κίνησης, r = 0
.

rπ: προσήλιο, ελάχιστη προσέγγιση

rα: αφήλιο, µέγιστη αποµάκρυνση
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_

_
Κλειστές τροχιές Ε<0 & ελκτικό δυναµικό:  
Κλασικά προσιτές περιοχές για

E0 = −
mk2

2L2
Ε0 < Ε < 0, όπου

rπ, rα: αψίδες κίνησης, r = 0
.

rπ =
k

2E
− (

k
2E

)2 +
L2

2mE

rα =
k

2E
+ (

k
2E

)2 +
L2

2mE

πχ. κίνηση πλανητών
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Περίληψη
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1. Τι είναι οι 
κεντρικές 
δυνάµεις;

2. Πως κινείται µια 

σηµειακή µάζα σε 

πεδίο κεντρικών 

δυνάµεων;
3. Παραδείγµατα

→

F = f(r) êr

1
2

mr2 +
L2

2mr2
+ V(r) = E

.

mr2 dθ
dt

= L = σταθ .
_

_
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